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 )فراوان(ها سر و کار ولی اول آشنا شویم که چرا در احتمال با تئوری مجموعه.  ها را بررسی کنیمخواهیم تئوری مجموعهابتدا می
 .اصولاً در احتمال با مشاهدات یا آزمایشهای تصادفی سر و کار داریم.  یابیممی
 

 . آزمایشی است که نتیجۀ آن از پیش معلوم نیست، مثلاً انداختن تاس یا سکه(Random Experiment)آزمایش تصادفی 
 

 ممکنه برای یک آزمایش (Outcome) عبارت است از مجموعۀ کلیۀ نتایج (Sample Space)ها فضای نمونهطبق تعریف 
 کنید که ممکن است آزمایشی فقط یک بار انجام شود، ولی در عین حالتوجه (دهیم نمایش می) Sیا ( Ωتصادفی که آن را با 
 .شود تعریف میΩای از و احتمال برای هر زیر مجموعه) آزمایش تصادفی باشد

 
 

 . عضو دارد2که  =Ω{H,T}: در آزمایش انداختن سکه داریممثلاً 
1: داریمدر آزمایش انداختن تاس یا  2 3 4 5 6{ , , , , , }Ω= f f f f f f عضو دارد6 که . 

iω1ω:نقاط نمونه 2ω

Nω

Ω

"
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 .شود تعریف میهااحتمال برای واقعه.  نامندمی (Event) واقعههر زیر مجموعه از فضای نمونه را 
 

 :مثلاً واقعۀ زوج آمدن عدد تاس عبارت است از
i 2 4 6A { : } { , , }= =f f f f  

 
 .ها نیازمندیمی مجموعهبه همین لحاظ به تئور

iزوج باشد 
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 :هایادآوری تئوری مجموعه
,a,b,2}:   مانند.ای از اشیاء را مجموعه گویند دسته:(Set)مجموعه  }. 

 
تناظر یک به (تواند محدود، نامحدود قابل شمارش تعداد اعضای مجموعه می.   گویند(Element)عنصر هر عضو مجموعه را یک 

 .ها مهم نیستترتیب در اعضای مجموعه.  یا غیرقابل شمارش باشد) د طبیعییک با اعدا
 

A : گویندB مجموعۀ زیرمجموعۀ را Aمجموعۀ  B⊂ اگر و تنها اگر هر عضو ،A متعلق به Bنیز باشد . 
 

A  گویند، اگر و تنها اگرB مجموعۀ مساوی را Aمجموعۀ  B⊂ و B A⊂. 
 

 . گویندΩ مجموعۀ مرجعمورد نظر را ) المانهای(مجموعۀ شامل تمام عناصر 
 

} : گویندتهیمجموعۀ فاقد عضو را   .∅ یا {

توپ



 4

 :)nionU() اتحاد(اجتماع 
Aمجموعۀ  B∪)  یاA B+( ، مجموعۀ عناصری است که درA در  یاB باشند ) یا درA یا در Bیا در هر دو .( 

 
 :)ntersectionI(اشتراک 
Aمجموعۀ  B∩)  یاAB( ، مجموعۀ عناصری است هم درA و هم در Bباشند . 

 
A  اگر و تنها اگر، گویند(Disjoint)جداازهم دو مجموعه را  B=∅∩ ،یعنی عضو مشترکی نداشته باشند. 

 
 :)omplementC(مکمل یک مجموعه 

 .دهیم نمایش میA یا cA نباشند و آن را با Aای است شامل تمام اعضای مجموعۀ مرجع که در ، مجموعهAمکمل مجموعۀ 
 

 : برابر است باB و A تفاضل دو مجموعۀ طبق تعریف
A B A B− = ∩  
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 :)Venn Diagram(دیاگرام ونِ 
 

 
 

Ω
A

B
A B−

B A⊂

Ω
A

A B∪

B
Ω

A

A B∩

B

Ω
A

A
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 :توان نتیجه گرفتمی) به سادگی(از تعاریف فوق 
1) A Ω=Ω∪      2) A AΩ=∩      3) A A∅=∪      4) A ∅=∅∩  
5) B A A B A⊂ ⇒ =∪             6) B A A B B⊂ ⇒ =∩  
7) A B ,B C A C⊂ ⊂ ⇒ ⊂ : ی تعدّقانون       8) A B B A ,A B B A= =∪ ∪ ∩ ∩ : قانون جابجایی   

9) 
(A B) C A (B C)
(A B) C A (B C)

=
 =

∪ ∪ ∪ ∪
∩ ∩ ∩ ∩

) : یعنی پرانتز لزومی ندارد(پذیری قانون شرکت  

10) 
(A B) C (A C) (B C)
(A B) C (A C) (B C)

=
 =

∪ ∩ ∩ ∪ ∩
∩ ∪ ∪ ∩ ∪

: پذیری قانون توزیع  

11) 
(A B) A B

(A B) A B

 =


=

∪ ∩

∩ ∪
: قوانین دمورگان   
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 :افراز
1های غیرتهی اگر مجموعه 2 mA ,A , ,A…چنان باشند که آن: 

m

i j i
i 1

i j:A A , A
=

∀ ≠ =∅ =Ω∩ ∪  

 . هستندΩافرازی از ها iAگوییم 
 

 :حاصلضرب دکارتی
های به صورت مجموعۀ تمام زوج مرتبعبارت است از ) jβبا عناصر  (Bدر مجموعۀ ) iαبا عناصر  (Aمجموعۀ حاصلضرب دکارتی 

i j( , )α β و به صورت C A B=  .شود نشان داده می×
A عضو داشته باشد، B ،n عضو و A ،mاگر  B× ،mn که ترتیب در زوج مرتب مهم استدانیدمی( عضو خواهد داشت .( 

 
Aحاصلضرب دکارتی مجموعۀ  :مثال {H,T}=در خودش برابر است با : 

C A A {(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}= × =  
 

 .توانیم تعریف اصولی احتمال را مطرح کنیمحال می

Ω

1A
2A

3A
mA"
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 :فضای احتمال
 :شودل میتشکییک آزمایش از عوامل زیر مدل احتمالاتی فضای احتمال یا 

  برای آزمایشiωممکنۀ شامل کلیۀ نتایج  Ωمجموعۀ  .1
 .شوند که واقعه نامیده میΩهای زیرمجموعه .2
 .شوده مینسبت داد) طبق اصول موضوعه(ها که به هر یک از واقعه P(A)عدد  .3

 
Ω (Sample Space)ها فضای نمونه  مجموعۀ کلیۀ نتایج ممکنه برای یک آزمایش تصادفی : =

 
 :در آزمایش انداختن سکه

{H,T}Ω= :  عضو 2دارای   
 :در آزمایش انداختن دو سکه

{(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}Ω= :  عضو 4دارای   
 :ایش انداختن دو تاسدر آزم

i j{( , ) : i, j 1,2, ,6}Ω= = …f f :  عضو 36دارای   
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 :)1 یا ON/OFF) 0 در مداری با چهار سوئیچِ
{0000,0001, ,1110,1111}Ω= … ) : اعداد چهار بیتی باینری تصادفی(عضو  24=16 دارای  

 :طول عمر یک المان الکتریکی در مدار
{T:0 T }Ω= ≤ <+∞  

 : روی یک مقاومتولتاژ نویز
{V: V }Ω= −∞< <+∞  

 
 .قعه گویندها را واهر زیرمجموعۀ فضای نمونه :(Event)واقعه 

 
 :در آزمایش انداختن تاس

i 1 2 3 4A { :i 4} { , , , }= ≤ =f f f f f  
 :در آزمایش انداختن دو سکه

A { } {(H,H),(H,T),(T,H)}= =  
 :در مورد طول عمر یک المان الکترونیکی

A { } {T:0 T 5h}= = ≤ ≤  

ها شیر باشدیکی از سکهحداقل 

 ساعت نباشد5عمر المان بیش از 
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 . باشدAنتیجۀ آزمایش یکی از اعضای  اتفاق افتاده است، هر گاه Aگوییم واقعۀ 
، )Ωاز اعضای  یکی(شود حاصل می (Outcome)) پیشامد(نتیجه  یک، (Trial)انجام آزمایش تصادفی  بار یکدر توجه کنید که 

 .انداتفاق افتادهی های مختلفواقعهولی همزمان 
 
 . هستند∅ و Ω، خود )هاواقعه (Ωهای  زیرمجموعهجملۀاز 
 
Ω واقعۀ حتمی  را(Sure Event)  عضو مسلماً نتیجۀ آزمایش گویند، زیراΩپس .   استΩافتد اتفاق می. 
 
عضوی از تواند نتیجۀ آزمایش نمیافتد، زیرا هرگز اتفاق نمیگویند که  می(Null Event)واقعۀ خنثی  یا واقعۀ ناممکن را ∅

 !باشد ∅اعضای 
 

 :جداازهم باشند، یعنی B و Aهای مجموعههر گاه گویند،  )غیرمتلاقی یا  الجمعمانعه(ناسازگار را  B و Aعۀ دو واق
A B=∅∩  
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 : بیاید2 آزمایش انداختن تاس عدد مثلاً واقعۀ اینکه در.  گویند واقعۀ سادهای را که تنها یک عضو داشته باشد، واقعه

2A { }= f  
}2 با 2f (Outcome)توجه کنید که  }f (Event)فرق دارد . 

 .)، پیشامد ترجمه شده استEventدر بعضی کتابها، (
 

 .و مشخصات مورد توجه ما بستگی داردالبته نحوۀ تعریف واقعه و نتیجه به نظر 
1: مثلاً ممکن است بگوییم 2 3 4 5 6{ , , , , , }Ω= f f f f f f عنصری است3یک واقعۀ  } زوج { که در این صورت . 
 .یک واقعۀ ساده خواهد بود } زوج {که در این صورت  =Ω} زوج, فرد {: یا ممکن است بگوییم

}2دیگر  باشد که در این صورت از طرف دیگر ممکن است محل قرار گرفتن تاس روی میز هم مورد نظر ما }f  نیز یک واقعۀ مرکب
 .نهایت عنصر خواهد بودبیمتشکل از 

 
 .ها استمعلوم شد، قسمت سوم مدل، نسبت دادن احتمال به واقعهفضای نمونه و واقعه حال که 
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 :Axiomaticتعریف 
 ):اصول کولموگروف(به طوری که  شودنسبت داده می P(A) عدد Aبه هر واقعۀ 

P(A) : )1(اصل   ؛≤0
)P : )2(اصل  ) 1Ω  ؛=
A)ناسازگار باشند  B و Aهای واقعهاگر  : )3(اصل  B P(A: ، آنگاه∩∅=( B) P(A) P(B)= +∪. 

 
اگر عناصر فضای نمونه نامحدود .  تعداد نامحدودهر تعداد محدودی از وقایع قابل بیان است، ولی نه برای  ی با تکرار آن برا 3اصل 
 .تری را جایگزین کردقوی، اصل 3باید به جای اصل باشند، 
 :آنگاه، دو به دو ناسازگار باشند...  و 1A ،2Aاگر  :)3’(اصل 

1 2 1 2P(A A ) P(A ) P(A )= + +∪ ∪" " 
 ). است3’ حالت خاصی از اصل 3اصل (گویند ) قابل شمارش(پذیری نامحدود این را اصل جمع

 
یک سری مجموعۀ ...  و 1B ،2Bاگر .  ، اصل دیگری را اضافه کنیم که پیوستگی احتمال است3توانیم در کنار اصل یا معادلاً می [

 :باشند، آنگاه) صعودی یا نزولی(همگرا 
n n

n n
P( lim B ) lim P(B )

→+∞ →+∞
=  

 ]). 48کتاب راس، صفحۀ (توان پیوستگی را ثابت کرد  می3’به راحتی با مفروض گرفتن اصل 
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 .های داده شده به دست آوریمعهاحتمال واقمختلف را از روی های احتمال واقعهتوانیم میحال با استفاده از همین اصول 
 

P(A) :1قضیۀ  1 P(A)=  ؛−
 :زیرا

A A
P( ) P(A A)

1 P(A) P(A) P(A) 1 P(A)

Ω=

Ω =

↓ ↓

= + ⇒ = −

∪
∪  

 
)P :2قضیۀ  ) 0∅  ؛=

 :زیرا

P( ) P( ) 1 P( ) 1 1 0
∅=Ω

∅ = Ω = − Ω = − =
 

 
 و به همین ترتیب!  گوییم ناممکن نمیاحتمال واقعۀ ناممکن صفر است، اما هر چه احتمالش صفر باشد راخواهیم دید که اگر چه 

)P)احتمال واقعۀ حتمی یک است اگر چه  ) 0 )Ω  !ولی هر چه احتمالش یک باشد، حتمی نیست، =

 2اصل 1اصل
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P(A) :3قضیۀ   ؛≥1
 : داریم1 طبق قضیۀ زیرا

P(A) 1 P(A) P(A) 0 P(A) 1= − → ≥ ⇒ ≤  
0پس ( P(A) 1≤  .)است ≥
 

B اگر :4قضیۀ  A⊂باشد، آنگاه  :P(B) P(A)≤؛ 
 :زیرا

N
A B

A B (A B)
−

= ∪ ∩  

A و Bچون  B∩ ،داریم 3طبق اصل  جداازهم هستند: 
P(A) P(B) P(A B) P(A B) 0 P(B) P(A)= + → ≥ ⇒ ≤∩ ∩  

 

 

Ω
A

B
A B−

B A⊂
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B اگر :5قضیۀ  A⊂باشد، آنگاه  :P(A B) P(A) P(B)− =  ؛−
 :زیرا

A B (A B)= −∪  
A و Bچون  B− داریم3 جداازهم هستند، طبق اصل : 

P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(B) P(A)= + − ⇒ − = −  
 

 
 

Ω
A

B
A B−

B A⊂
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 :داریم) نه لزوماً ناسازگار( B و A مجموعۀ برای هر دو :6قضیۀ 
P(A B) P(A) P(B) P(A B)= + −∪ ∩  

 :اثبات
P(A B) P(A (A B)) P(A) P(A B)

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
B (A B) (A B) P(B) P(A B) P(A B)

 = = + ⇒ = + − 
= ⇒ = +  

∪ ∪ ∩ ∩
∪ ∩

∩ ∪ ∩ ∩ ∩
 

 
 

 :یا به روش دیگر
A B (B (A B)) (A B) (A (A B))= − −∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ : این سه مجموعه جداازهم هستند    
P(A B) P(B (A B)) P(A B) P(A (A B))

P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)
P(B) P(A) P(A B)

= − + + −
= − + + −
= + −

∪ ∩ ∩ ∩
∩ ∩ ∩

∩
 

Ω
A

A B∩
B

A (A B)− ∩ B (A B)− ∩
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 :هاتعیین احتمال واقعه
 زیرمجموعه N2 عضوی، Nیک مجموعۀ (ها را تعیین کنیم احتمال کلیۀ واقعهیک آزمایش تصادفی باید گفتیم که برای مدل کردن 

 را معلوم کنیم، P(A)مثلاً اگر .  نیازی نیست که به هر واقعه احتمالی نسبت دهیم) و قضایا(ولی با توجه به اصول موضوعه ).  دارد
P(A) 1 P(A)= ها معلوم احتمال همۀ واقعه، یک تعداد حداقل واقعهلذا با مشخص کردن احتمال .  معلوم خواهد بودخود  خودبه−

1 نقطۀ نمونۀ N متشکل از Ωمثلاً اگر .  خواهد بود 2 N, , ,ω ω ω…  1احتمال وقایع سادۀ باشد، کافی است 2 N{ },{ }, ,{ }ω ω ω… 
1 شامل Aدر این صورت اگر مجموعۀ .  را بدانیم 2 rk k k, , ,ω ω ω…   خواهیم داشت3باشد، طبق اصل : 

1 2 rk k kP(A) P{ } P{ } P{ }= ω + ω + + ω"  
 

}iPاگر  }ω را iP  ،باید 1طبق اصل بنامیم iP  باید 2 بوده و طبق اصل ≤0
N

i
i 1

P 1
=

از هر حیث دیگر اختیاری ها iPولی .   باشد∑=

 ).در تعریف اصولی(هستند 
 

iد، باز هم بحث فوق صادق است و با تعیین شمارش باشقابل نامحدود، ولی  Ωتعداد عناصر حال اگر  iP P{ }= ω ها کهiP  و ≤0

i
i 1

P 1
+∞

=

1مثلاً (شود ، فضای احتمال مشخص می∑=
1 2P = ،1

2 4P = ،1
3 8P  ...).و  =
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یا زمان خراب شدن یک (، مثلاً فضای نمونۀ زمان شروع یک مکالمۀ تلفنی باشدغیرقابل شمارش   نامحدودΩولی اگر تعداد عناصر 
1در اینجا هر فاصلۀ ، )المان الکترونیکی 2{t t t }≤ 0} یک واقعه است و ≥ t }Ω= ≤ ≤+∞. 

iP{tاحتمال واقعۀ سادۀ اغلب در چنین مواردی  t  .های ساده استاجتماع این واقعه Ωاگر چه  برابر صفر است، ={
 .)این اصول برای حالت غیرقابل شمارش نبودندندارد، زیرا  3’ یا اصل 3تناقضی با اصل این مسئله (
 .)شوداما هر چه احتمالش صفر باشد ناممکن تلقی نمیاقعۀ ناممکن صفر است، احتمال واگر چه (
 

برای این .  ها را معین کردبازهدر عوض باید احتمال .  های ساده مشخص کردواقعهبا احتمال توان فضای احتمال را نمیاینجا در 
 :کنیمچگالی احتمال است معرفی میتابعی را که بیانگر منظور 

1 1 1P{t t t dt} (t )dt≤ ≤ + =α  
 :یا

2

1

t
1 2 t

P{t t t } (t)dt≤ ≤ = α∫  

 
(t): منفی شود، پستواند ای نمیچون احتمال هیچ فاصله 0α  :یک است، باید داشته باشیم Ω و چون احتمال ≤

(t)dt 1
Ω
α =∫  
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0}در مثال بالا که  t }≤  :خواهیم داشتبود،  ∞+≥

0
(t)dt 1

+∞
α =∫  

 
 
 

1فواصل اجتماع و اشتراک به صورت  Ωهای چون کلیۀ واقعه 2[t , t  هااحتمال کلیۀ واقعهبه این ترتیب  قابل بیان هستند، [
 .تعیین شده است

 
 :دوبعُدی نیز داریمبه همین ترتیب در فضای 

D
P{(x,y) D} (x,y)dxdy∈ = α∫∫  

 : یک رویه است و باید داشته باشیمα(x,y)که 
(x,y) 0 , (x,y)dxdy 1

Ω
α ≥ α =∫∫  

 .مثلاً موقعیت یک شیء

( )tα

t

y

x

Ω

D
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در مراحل به عنوان تعریف بلکه نه با توجه به اشکالاتشان کنیم، ولی از تعاریف دیگر ریزی میما احتمال را بر مبنای تعریف اصولی پی
 .نماییماستفاده میارتباط مدل با جهان خارج سازی برای ایجاد  مدل3 و 1

 
 اعتقاد به یک امرمعیاری از میزان به عنوان احتمال  :)Subjective() شخصی(تعریف ذهنی 

بدان ای که در چنین جملههایی احتمال.  باردران میفردا با% 80گوییم به احتمال میبینیم، مثلاً با قرائن و شواهدی که در آسمان می
 مستحکم  وریاضیمبنای یک تئوری تواند نمیفرد، به وابستهروشن است که این تعریف.  ، اندازۀ اعتقاد فرد گوینده استشوداشاره می
iP(Aمعقول از آن برای نسبت دادن توانیم در مواردی اما می  .قرار گیرد به نظر منطقی .   استفاده کنیمAxiomaticدر تعریف ها (

مطمئن هستیم که کتاب % 70گوید مثلاً اگر کسی می.  اصول احتمال را رعایت کندنیز باید اندازۀ اعتقاد احتمال به عنوان رسد که می
بگوییم به شته است، پس منطقی است که نو ابوریحانآن را مطمئن هستیم که % 20باشد و  میخواجۀ طوسینوشتۀ  تجرید الاعتقاد

 .خواهیم برداحتمال سود در بحث تخمین از این تعبیر .  یکی از این دو نفر این کتاب را نوشته است% 90اعتقاد ما به احتمال 
 

 ):تعریف آماری یا تجربی(نسبی ) فرکانس(تعریف فراوانی 
 بزرگ، nبرای «الاصول علی اتفاق افتد، A بار واقعۀ An بار، n در این انجام دهیم و)  بارn(اگر یک آزمایش تصادفی را به کرّات 

P(A)  عددی نزدیک بهAn
n یعنی،»خواهد بود : AnP(A) n�  . این دیگرSubjectivنیست و قابل بررسی تجربی است . 
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Aاگر .   است=Ω{H,T} :پرتاب سکهمثلاً در آزمایش  {H}=،محاسبۀ برای  باشد P(A)کنیمپرتاب میای را به کرّات ، سکه: 
 :Pearsonآزمایش 

An 12012 0.5005n 24000
= = =  

 
Aاگر .   است=Ω{m,f}: یا در هر تولد {m}= باشد، برای محاسبۀ P(A)داریم ،: 

 : در آمریکا1960ذکور در سال تعداد متولدین 
An 2179708 0.5121n 4257850
= =  

 .) است5/0در واقع این عدد بیشتر از نشان داده که فراوان مطالعات (
 

 ...و » عددی نزدیک به«، » بزرگnبرای «: ت شهودی و غیرریاضی اسولی این تعریف خیلی
نسبت در مدل با  P(A) برای ایجاد ارتباط بین 3 و 1ولی در مراحل .  تعریف احتمال قابل استفاده نیستپس این هم به عنوان 

Anتجربی 
n  رای اصول موضوعه و قضایای احتمال، تعبیر فرکانسی بتوانیم حتی می.   مفید استمدل به جهان خارجو ربط دادن

 .بودن آنها را نشان دهدبیاوریم تا محسوس 

 هاتعداد شیرهای حاصله در پرتاب
 هاتعداد پرتاب
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n بار تکرار آزمایش، nافتد، پس در ای اتفاق میهر واقعه در Ωمثلاً  nΩ )nP: ، یعنی= ) 1n
ΩΩ =�. 

پس در ).  افتنداتفاق نمی توأماً B و Aعنصر مشترکی ندارند، پس  B و Aهای مجموعه(ناسازگار باشند  B و Aهای واقعهیا مثلاً اگر 
n اگر واقعۀ تکرار آزمایش،  بارA ،An بار و واقعۀ B ،Bn آنگاهاتفاق بیفتد، بار : 

A B A B

A B A B

n n n
n n nP(A B) P(A) P(B)n n n

= +

= + +

∪

∪∪ � �
 

 .یعنی با این تعریف دیگر نیازی به اصول موضوعه نیست و آنها قابل اثبات هستند
 

 :تعریف بهتر
A

n

nP(A) lim n→+∞
=  

 )شود؟و به چه دلیل اگر تکرار شود، دوباره همان حد می( که حد فوق وجود دارد؟  چه دلیل ریاضی داریدولی 
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به این وسیله نیز پس .  توانند نامحدود باشندنمیآیند، هرگز به دست میاعدادی هستند که از آزمایش  An و nچون لاوه به ع
Anو ) تعریف اصولی(را یک مفهوم تئوریک بدانیم  P(A)مگر اینکه .  حل نشده استمشکل این تعریف 

n ت فقط برای تخمین صح
 های تصادفی، امکان تکرار یابه علاوه در برخی آزمایش).  در فصل تخمین در این باره دقیقاً صحبت خواهیم کرد(آن استفاده شود 

 .وجود نداردتکرار زیاد آزمایش 
ولی ما با .  ضی پیچیده و دور از ذهن استاین فراین حد یک فرض یا اصل است، ولی گویند که وجود طرفداران این نظریه می(

Anاین موضوع را که توانیم تری هستند، میکه اصول سادهاستفاده از اصول کولموگروف 
n  به سمتP(A) کند، ثابت کنیم میل می

 .)که این اثبات را بعداً در قانون اعداد بزرگ خواهیم دید
 

 :تعریف کلاسیک
تعداد اعضای (مطلوب باشند تا از آنها  ANوجود داشته باشد و  (N outcomes) نتیجۀ ممکنه Nاگر در یک آزمایش تصادفی، 

 :، آنگاه) باشدA ،ANواقعۀ 
ANP(A) N=  

 
2 باشد، 3عدد حاصل کوچکتر از  احتمال اینکه انداختن تاس،آزمایش در مثلاً 

 : است، زیرا6
{1,2,3,4,5,6} , A {1,2}Ω= = ) ایمبودن نتایج را فرض کردهاز تقارن تاس، متساوی الاحتمال (  
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ها که آزمایش تعدادی از این Anهای انجام شده و آزمایش تعداد n.  دقت شود An و AN و نیز تفاوت n و Nالبته باید به تفاوت 
 . باشندAعضو  تعدادی از این نتایج که ANنتایج ممکنه در یک آزمایش است و  تعداد Nدر حالی که .  اتفاق افتاده بود Aواقعۀ 

 
، Aناسازگار باشند و واقعۀ  B و Aمثلاً اگر .  قابل اثبات هستندبه اصول موضوعه نخواهد بود و همۀ آنها ف دیگر نیازی با این تعری

AN عضو و واقعۀ B ،BN ،عضو داشته باشد A B∪  دارایA BN N+ لذا.  عضو خواهد بود: 
A B A BN N NP(A B) P(A) P(B)N N N= = + = +∪∪  

 
 .دیگر درست نخواهد بود نباشند، (Equally Likely) تصادفی متساوی الاحتمالنتایج آزمایش اما تعریف کلاسیک، اگر 

A است، وقایع =Ω{m,f}مثلاً در آزمایش تصادفی تولد یک کودک که  {m}= و B {f}=  ومتساوی الاحتمال نیستند 
1لذا 

2P{m}= نیستصحیح . 
}گیری دوحزبی که یا در آزمایش تصادفی رأی , }Ω= α β است، وقایع A { }= α و B { }= β ال نیستند ومتساوی الاحتم 

1لذا 
2P{ }α  . صحیح نیست=

 
 .نباشندمتساوی الاحتمال که لزوماً های مختلف تعبیر شود به گونهآزمایش ممکن است به علاوه نتایج 
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 . باشد7که مجموع اعداد دو تاس مساوی خواهیم احتمال این واقعه را می.  اندازیمدو تاس را می :مثال
 :پس.  12، ...، 3، 2مختلف ممکنه بیان کنیم، یعنی اعداد های به صورت جمعتوانیم ممکنه را مینتایج  )الف

{2,3, ,12} , A {7}Ω= =…  
1پس احتمال 

 ! است11
 
 :پس).  بدون تمایز بین تاس اول و تاس دوم( نتیجه داریم 21ممکن است بگوییم  )ب

{1 1,1 2,1 3, ,5 6,6 6} , A {1 6,2 5,3 4}Ω= − − − − − = − − −…  
3پس احتمال 

 ! است21
 
 :پس).  تمایز بین تاس اول و تاس دوم( نتیجۀ ممکنه داریم 36ممکن است بگوییم  )ج

{(i, j) : i, j 1,2, ,6} , A {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}Ω= = =…  
6پس احتمال  1

36  . است=6
 

 .درست استجواب متساوی الاحتمال هستند، که نتایج که فقط در حالت آخر 
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درست کنیم که در مورد سکه یا تاس صرفاً از روی نبودن دلیلی برای ترجیح بیان میمتساوی الاحتمال بودن را به علاوه معمولاً 
 .آیددیدیم که در مورد تولد بچه درست درنمیآید، ولی درمی

اوی الاحتمال بودن معقول باشد، برای انتخاب تعریف، بلکه در مواردی که متسما از تعریف کلاسیک نه به عنوان به این ترتیب 
iP(A  .کنیماز آن استفاده میها (
 

1 نتیجۀ ممکنۀ Nدارای یک آزمایش تصادفی اگر  :اصل ناکافی بودن دلیل 2 N, , ,ω ω ω… نحوۀ اطلاعی در مورد  باشد و ما هیچ
 : آنها را مساوی فرض کنیم، یعنیاحتمالنداشته باشیم، باید وقوع آنها 

1 2 N
1P{ } P{ } P{ } Nω = ω = = ω ="  

 
ولی اینجا .  هستندکه نتایج متساوی الاحتمال  دانیممی :گوییممیدر تعریف کلاسیک تعریف کلاسیک این است که تفاوت این اصل با 

 آنها را متساوی الاحتمالنداریم،  دیگری و محتمل بودن یکی بر و هیچ دلیلی بر برتری دانیمنمیها را چون احتمال: گوییممی
 .کنیمفرض می
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1در آزمایش با نتایج هم احتمال  2 N
1P{ } P{ } P{ } Nω = ω = = ω  :از تعریف اصولی هم داریم.  باشدمی "=

AN
A

i 1

1 NP(A)
N N=

= =∑  

1اازهم با احتمال مجموعۀ جدتا AN اجتماع A است، زیرا 3تعمیم اصل این در واقع 
Nاست . 

 
 

لازم است و خاصیت معینی دارند که  Ωمحاسبۀ تعداد نقاطی از کسب مهارت ها، احتمال واقعهچنین مواردی برای معین کردن در 
 .گیرد صورت می(Combinational Analysis)آنالیز ترکیبی این کار به وسیلۀ 

 

Ω

""
A
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 :مروری بر آنالیز ترکیبی
 شیءNشیء از mتعداد نحوۀ مرتب کردن  :)Permutation() جایگشت(ترتیب 

m)تا mخواهیم داریم و می) متمایز(شیء Nفرض کنید  N)≤  ترتیب مهم است(و در یک خط بچینیم انتخاب کرده از آنها را  .(
 :داد حالات ممکن برابر است باتع

1 2 m

N (N 1) (N m 1)
−−−−−− −−−−−− −−−−−−

× − × × − +

"
"
"

 

 
N
m

N!P N (N 1) (N m 1) : 0 m N
(N m)!

= × − × × − + = ≤ ≤
−

"  

 
 :نتیجه

1) N N
m m 1P (N m 1)P −= − +  

 
 ):شیءNنحوۀ مرتب کردن کلیۀ (شیء Nترتیب  )2

N
NP N (N 1) 1 N!= × − × × ="  (0! 1= : طبق تعریف (  
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 دیگر همان شیء گذاشتیم، 1شیئی را در جایگاه وقتی کنیم تکرار مجاز نیست، یعنی فرض می )ionPermutat(در ترتیب 
 شود؟اگر تکرار مجاز باشد، تعداد حالات چقدر میولی .  دیگری هم باشددر جایگاه تواند نمی

 . استmNپاسخ 
 

 ن ساخت؟تواسه رقمی می چند عدد 9 تا 1مثلاً با اعداد 

39 9 9 9 729

−−− −−− −−−

× × → =
 

 
 :در حالی که

9
3P 9 8 7 504= × × =  

 .این تعداد اعداد سه رقمی است که رقم تکراری نداشته باشند
 

 تعداد حالات ممکنه چندتا است؟.  کنیمسه تاس را پرتاب می :مثال

1 1 1 1 1 2 6 6 6{( , , ),( , , ), ,( , , )}Ω= …f f f f f f f f f  
36یعنی   .حالت خواهیم داشت =216
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 .حالت خواهیم داشت mNبار انجام دهیم، m نتیجۀ ممکنه را Nپس اگر آزمایشی با 
 

1ممکنۀ هر یک نتایج  آزمایش که تعداد mتر اگر در حالت کلی 2 mN ,N , ,N…  ،تعداد نتایج ممکنۀ کلباشد، انجام شوند 
m 1 آزمایش برابر 2 mN N N"1تعداد عناصر حاصلضرب دکارتی (باشد  می 2 mΩ ×Ω × ×Ω") (اصل شمارش(. 
 

 :)Combination(ترکیب 
 :، داریم)ترتیب دیگر مهم نیست(تایی از میان آنها انتخاب کنیم mداشته باشیم و بخواهیم یک گروه ) متمایز( شیء Nاگر 

Nm0
mNm

N
m
P

m
N

C
N
mN

m ≤≤
−

==







= :

)!(!
!

!
 

N: با توجه به رابطه روشن است که
mN

N
m CC Nکنیم، تا انتخاب میN شیء را از m، زیرا هر زمان که =− m−گذاریمتا را باقی می. 

 
 

  متصور است؟چند گروه نماینده.  شوند نفر برای صحبت با رئیس دانشگاه انتخاب می3.   نفر دانشجو دارد20 کلاسی :مثال

1140 تعداد حالات
3

181920
3

20
=××=








=

!
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 توان این توپها را در ده جعبه قرار داد؟به چند طریق می.   توپ قرمز داریم3 توپ سفید و 7 :مثال

 
در واقع .  ها از هم متمایزند جعبهدرست است که توپهای سفید از هم متمایز نیستند و توپهای قرمز نیز از هم متمایز نیستند، ولی

تا را برای قرار گرفتن توپهای سفید انتخاب 7یا معادلاً (تا را برای قرار گرفتن توپهای قرمز انتخاب کنیم 3توانیم از میان ده جعبه، می
 .های انتخابی مهم نیستندو ترتیب جعبه) کنیم

120 تعداد حالات
3

8910
3

10
=××=








=

!
 

 
 

N تایی و گروه دیگرm شیء تشکیل دو گروه بدهند، یک گروه Nکلاً اگر  m− تایی، قرار دادن اینها درN یا به خط کردن ( جعبه

به ) آنها







m
Nطریق ممکن است . 

1 10 
. . . . . . . 

. . . .. . .  



 32

N و 1 رقم mبیتی که N تعداد اعداد باینری :مثال m− ته باشند؟ داش0 رقم 
 :مانند مثال قبلی داریم

 تعداد حالات







=

m
N  

 
Nدانستیم، تعداد حالات به جای  دیدیم که اگر تکرار را مجاز میPermutationدر 

mPشود می :mN  .؟هولی در ترکیب چ 
 

 : جعبه قرار دهیمNهیم آنها را در خوا توپ غیرمتمایز داریم که میmمثلاً 
 
 اگر در هر جعبه فقط یک توپ بتوان قرار داد؛ -

Nm تعداد حالات
m
N

≤







= :  
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 در اینجا لازم نیست (بتوان قرار داد، تعداد حالات چقدر خواهد بود؟ )  توپ راmحتی کلیۀ (ولی اگر در هر جعبه به تعداد دلخواه  -
Nm: داشته باشیم   ≤( 

 
 

 که  هستندها دیواره2 و گروه تا استm هستند که تعداد آنها  توپها1گروه .  های میانی را هم به عنوان شیء در نظر بگیریددیواره
Nتعداد آنها  Nخواهیم این می.   استتا−1 m 1+ N شیء را در − m 1+  . مکان قرار دهیم−
 :خواهیم آنها را در چهار مکان قرار دهیم داریم و میb و دو تا w باشد، گویی دو تا  = 2m و  = 3Nمثلاً اگر 

 
 :گفتیم، داریم) در مورد دو گروه(لذا با توجه به آنچه قبلاً 

 تعداد حالات






 −+
=

m
1mN

 

bwbw 
wbwb 
bwwb 
bbww 
wbbw 
wwbb 

 . . . . . . . . 
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 :پس در مثال فوق داریم

6 تعداد حالات
2
4

2
123

=







=






 −+
=  

 

گیریم به تعداد ضمناً نتیجه می






 −+
m

1mN بردار N عنصری ),,( N1 kk   با شرطik با عناصر صحیح نامنفی …

mkkk N21 =+++  .د دارد وجو"
 

)( اگر الزام بداریم که هیچ یک از ظرفها نباید خالی بماند :سؤال Nm  ، چند حالت خواهیم داشت؟≤
 

m.   توپ داریمmاکنون  N را باید از میان wتا −1  wتا فاصلۀ بین توپها انتخاب کرد تا بین هر دو −1

m: شود باپس تعداد حالات برابر می.  باشدbحداقل یک  1
N 1
− 

 − 
. 

 

m-1جای خالی  

N-1 تاw 

b b b b

ww w
↑ ↑ ↑ ↑

������
, , ,",

"
"��	�
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 :این معادل است با

mبه تعداد  1
N 1
− 

 − 
) عنصری N بردار  , , , )1 2 Nk k k… صحیح مثبت با عناصر ki) i = 1, 2, …, N و ki > 0 (که 

mkkk N21 =+++ " ( )m N≥وجود دارد . 
 

 :ایقضیۀ دوجمله

∑
=

−







=+

N

0k

kNkN yx
k
N

yx )(  

دلیل وجود ضریب 







k
N 

 ) رقمیNین مثال عدد باینری ع(
 

nk1: یا اثبات با استقراء و با استفاده از
k

1n
1k
1n

k
n

≤≤






 −
+







−
−

=






  )9 و 8کتاب راس، ص  (:

 
xاگر : حالت خاص y 1=  :، داریم باشد=

N
N

k 0

N
2

k
=

 
=  

 ∑
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 ، داشته باشند1 رقم m بیتی که N دیدیم که تعداد اعداد باینری :مثال







m
Nاست . 

 :بیتی برابر است باNپس تعداد کل اعداد باینری 

N
N

0m
2

m
N

=






∑
=

 

)N2یدتوانید به دست آور را از راه دیگری هم می(. 
 

 : عضویNهای یک مجموعۀ  تعداد زیرمجموعه:مثال

N
N

0k
2

k
N

N
N

2
N

1
N

0
N

=







=







++








+







+






 ∑
=

"  

 
1N2) هایی که نتیجۀ خاصی را شامل باشندتعداد واقعه( را شامل باشند Ωهایی که عنصر خاصی از تعداد زیرمجموعه یعنی .   است−

1N2افتد، ولی در یک آزمایش یک نتیجه اتفاق می 1N2افتند و  واقعه اتفاق می−  .افتند واقعه اتفاق نمی−
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 :یافتهترکیب تعمیم
N و  تاییm شیء را به دو گروه Nدر واقع .  کردیمتا را انتخاب میm شیء Nدر ترکیب از  m−کردیم و تایی تقسیم می

)!(!
!

mNm
NCN

m −
 شیء داشته باشیم و بخواهیم آنها Nحال اگر .  بندی به دو گروه عبارت بود از تعداد حالات ممکنه برای تقسیم=

)( عضو داشته باشند rmو ... ، 1m که به ترتیب rAو ... ، 1A گروه rرا به  Nmm r1  تقسیم کنیم، تعداد حالات "++=
 :ممکنه برابر است با

!!!
!

,,, ,,,
r21

N
mmm

r21 mmm
NC

mmm
N

r21 …… … ==






  

 
 :ایدۀ اثبات در کتاب

!!!
!

r21r

1r21

2

1

1 mmm
N

m
mmmN

m
mN

m
N

…
"

" =






 −−−−







 −







 −  

 
طور همان.   استاثبات دیگر با نگاه به صورت و مخرج کسر مشخص.   همان فرمول ترکیب قبلی را خواهیم داشت = 2rدر واقع برای 

 گروه باشند r شیء ما Nخواهیم بچینیم استفاده کنیم، در اینجا نیز وقتی توانستیم برای وقتی که اشیاء دو گروه را میکه ترکیب را می
 .قابل استفاده است
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 ؟) جعبه قرار داد10ا در ی(توان آنها را در یک خط چید به چند طریق می.  تا سیاه5تا سفید و 3تا قرمز، 2.   توپ داریم10 :مثال

!!!
!

,, 532
10

532
10

=
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 :ایقضیۀ چندجمله

∑
=+++
=









=+++

N

Nkkk
0kkk

k
r

k
2

k
1

r21

N
r21

r21
r21

r21 xxx
kkk

N
xxx

"
…

"
…

"
,,, ,,,

)(  

 
 نفر برای همکاری با 10و ( نفر برای همکاری با امور دانشجویی 7 نفر برای روابط عمومی، 3باید .   نفر دانشجو دارد20 کلاسی :مثال

 :نه برابر است باتعداد حالات ممک.  انتخاب شوند) امور آموزشی

!!!
!

,, 3710
20

1073
20

=






  

 
 ).احتمالآزمایشهای با نتایج هم(کنیم حال در مثالهایی احتمال را حساب می.  تا اینجا دیدیم که چگونه تعداد نقاط را حساب کنیم
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 احتمالها در آزمایشهای با نتایج هممثالهایی از تعیین احتمال واقعه
  بار شیر بیاید چقدر است؟3ار پرتاب کنیم، احتمال اینکه حداکثر  ب10 اگر یک سکه را :1مثال 

 . باشدT یا Hتواند های مرتب میتایی10های مرتبی است که هر عضو این تایی10، مجموعۀ Ωمجموعۀ 
},,{ TTTTHHHH "…"=Ω  

Ω د و پرتابها مستقل باشندسکه سالم باش( عضو متساوی الاحتمال باشند 210کنیم این فرض می.   عضو است210 دارای.( 
 کل حالات ممکنه = 210

 . بار شیر بیاید3حداکثر : Aواقعۀ 
 :این واقعه اجتماع چهار واقعۀ غیرمتلاقی است

 .اصلاً شیر نیاید: A0واقعۀ  . بار شیر بیاید1دقیقاً : 1Aواقعۀ  . بار شیر بیاید2دقیقاً : 2Aواقعۀ   . بار شیر بیاید3دقیقاً : 3Aواقعۀ 

3A = اد عناصر تعد







3

 :آید نیز به دست میA0 و 2A ،1A و به همین ترتیب تعداد عناصر 10

17190
2
176

2
3

10
2
10

1
10

0
10

APAPAPAPAP 10103210 .)()()()()( ==








+







+







+








=+++=  
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) دهیم جعبه قرار میn توپ را در m به طور کاملاً تصادفی :2مثال  )n m≥)  .ای هاحتمال قرار گرفتن هر یک از توپها در جعبه
 .)گیردها قرار میمختلف مساوی است و حتماً هم در یکی از جعبه

 قرار بگیرند چیست؟) یکی در هر جعبه( جعبۀ مورد نظر m توپ در mاحتمال اینکه این 
 اگر هر جعبه گنجایش فقط یک توپ را داشته باشد؛ )الف

 )کند؟چه فرقی میفلسفتاً (کند چه توپها را متمایز بگیریم و چه غیرمتمایز فرقی نمی   

n:  جعبهn توپ در mکل حالات ممکنۀ قرار گرفتن   :توپها غیرمتمایز .1
m
 
 
 

  متساوی الاحتمال

 1:  جعبۀ خاصm توپ در mحالت مورد نظر          
!( )!

!
1 m n mP
n n
m

−
= =
 
 
 

 

n: حالات ممکنه   :توپها متمایز .2
mPحالات ممکن برای اینکه از : ترتیب(اوی الاحتمال  متسn شیء متمایز m تا را 

 )انتخاب کنیم با مهم بودن ترتیب        
 !m: حالات مورد نظر         

! !( )!
!n

m

m m n mP
nP
−

= =  
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 ؛)در هر جعبه هر تعداد توپ ممکن است قرار گیرد(اگر گنجایش جعبه محدود نباشد   )ب
 .گیریدکند توپها را متمایز بگیریم یا غیرمتمایز؛  ولی دقت کنید که چه چیزی را متساوی الاحتمال مینمیباز هم فرقی    
 
 ) حالت داریمnبرای هر توپ ( متساوی الاحتمال mn: حالات ممکنه    :توپها متمایز. 1    
 !m: حالات مورد نظر             

!
m

mP
n

=  

n): ترتیب مهم نیست، تکرار مجاز است(حالات ممکنه   :توپها غیرمتمایز. 2     m 1
m

+ − 
 
 

 

 1: حالات مورد نظر             
1P n m 1
m

=
+ − 
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nغلط است، زیرا ) های مختلف مساوی استکه احتمال قرار گرفتن هر توپ در جعبه(این جواب با مفروضات مسأله  m 1
m

+ − 
 
 

 

 ؛ ولی این سه حالت20 و 02 و 11: ، گر چه سه حالت داریم = 2m و  = 2nمثلاً اگر .  حالت متساوی الاحتمال نیستند

2، 11متساوی الاحتمال نیستند و احتمال وقوع 
4

1 است و نه 
3

. 

 .گر اینکه صورت مسأله طوری باشد که این حالات متساوی الاحتمال فرض شده باشندم
 .)کنیدپس از متمایز گرفتن هیچ وقت ضرر نمی(
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بدون (کنیم  توپ از این جعبه به طور کاملاً تصادفی انتخاب می20.   توپ سیاه است40 توپ قرمز و 60ای شامل  جعبه:3مثال 
 تا سیاه باشند چیست؟5تا از این توپها قرمز و 15 احتمال اینکه).  جایگزینی

 
  توپ20کلیۀ روشهای ممکن در انتخاب : نتایج آزمایش تصادفی

 

Ω :(100تعداد نقاط (عداد حالات ممکنه ت
20

 
 
 

  متساوی الاحتمال

60: تعداد حالات مطلوب 40
15 5
  
  
  

 

.

60 40
15 5P 0 065100

20

  
  
  = =
 
 
 

 

 . را طوری تعریف کنید که نقاط متساوی الاحتمال باشندΩ.  کندمتمایز یا غیرمتمایز گرفتن توپها فرقی ایجاد نمی
 
 .) حالت متساوی الاحتمال نیستند21ولی این .   حالت1:  حالت، تعداد حالات مطلوب21: تعداد حالات ممکنه: راه غلط(
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 :را متمایز بگیریم، خواهیم داشتتوپها اگر 

!: تعداد حالات ممکنه    
!

100
20

100P
80

= 

!: تعداد حالات مطلوب     ! !!
! ! ! !

40 60
5 15

60 40 20 20 40 6020 P P
15 5 5 15 5 35 45
    

= =    
    

 

 .که حاصل تقسیم همان عدد قبلی خواهد بود
 

 : استفاده کنید(Stirling’s Formula)توانید از فرمول استرلینگ های بزرگ میبرای محاسبۀ تقریبی فاکتوریل
!:  بزرگ nبرای  n nn n e 2 n− π� 

 )است% 1 خطا کمتر از  = 10nبرای (
 

 .آوریم با نقاط غیرقابل شمارش میΩسرانجام مثالی از حالت 
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 Buffon (1777)مسألۀ سوزن : 4مثال 
 احتمال اینکه سوزن خطی را.  اندازیم است میd > Lکشی شده که فاصلۀ خطوط آن  را روی کاغذی خطLسوزنی به طول 

 .قطع کند چیست؟  با فرض اینکه کلیۀ مکانهای مرکز سوزن و کلیۀ جهتهای قرار گرفتن سوزن متساوی الاحتمال باشند
 . زاویه با این خط باشدφ باشد و xفرض کنید که فاصلۀ مرکز سوزن از نزدیکترین خط 

sinLx: در صورت تقاطع خواهیم داشت
2

< ϕ؛ 

 

d0: عبارت است از xبرای ) و متساوی الاحتمال(که مقادیر ممکنه  x
2

<  ؛>

 

dxبرای (
2

0: عبارت است از φو مقادیر ممکنه برای ) شود خط دیگر نزدیکتر خواهد بود و مسأله عیناً تکرار می< < ϕ < π. 

 :حساب کنیمیعنی احتمال را باید روی این سطح 
 

sinL
2 ϕ

x 

d L 

φ 

sinL
2x ϕ=

x 

φ 

d
2

π 

Ω 

D 
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( , )

( , )

sin

D

d
2

d d
2 2D 0

P x dxd

1x

1 1 1 L 2LP dxd d
2 d

π

= α ϕ ϕ

α ϕ =
π

⇒ = ϕ = ϕ ϕ =
π π π

∫∫

∫∫ ∫

 

 
 )روش مونت کارلو! ( را تخمین زدπتوان به روش آماری  مشخص به این ترتیب میd و Lجالب است که برای 

 

 وبتعداد نقاط مطل(                      = )
 کل نقاطتعداد
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 :احتمال شرطی
) باشد که Ωای در  واقعهMاگر  )P M  :، داریم≠0

( )( | )
( )

P A MP A M
P M
∩�  

 :بار انجام شود، داریمnاگر آزمایش تصادفی ): فراوانی نسبی(تعبیر تجربی 
( )

( )

A M

M

n
A Mn

n
Mn

nP A M
P M n

= =
∩

∩∩  

یعنی اگر کلیۀ .   چقدر استAوقوع ) میزان تکرار نسبی( اتفاق افتاده، فراوانی نسبی Mباری که واقعۀ nMبه این معنی که در 
 . اینقدر بوده استAنی نسبی  در آنها اتفاق نیفتاده را دور بریزیم، فراواMآزمایشهایی که 

P(A|M)اگر چه از نظر تعبیر (اما از کجا معلوم که این هم یک احتمال باشد؟ .   را به صورت نسبت دو احتمال تعریف کردیم
 گانهبرای این منظور باید نشان دهیم که در اصول سه) فرکانس نسبی احتمال است، اما باید توسط اصولمان این امر را نشان دهیم

 .کنددق میص
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1( 
( )( | )

( )
P A MP A M 0

P M
= ≥

∩  

2( 
( ) ( )( | )

( ) ( )
P M P MP M 1

P M P M
Ω

Ω = = =
∩  

Aاگر ) 3 B  :، داریم∩∅=
[( ) ] [( ) ( )] ( ) ( )( | )

( ) ( ) ( ) ( )
( | ) ( | )

P A B M P A M B M P A M P B MP A B M
P M P M P M P M

P A M P B M

= = = +

= +

∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∩∪
 

 
 .کنندباشند و در تمام قضایایی که اثبات شد صدق میلذا احتمالهای شرطی همۀ خصوصیات یک احتمال معمولی را دارا می

): لاً داریممث | ) ( | )cP A M 1 P A M= − 
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)اگر  )P A  : باشد، از تعریف احتمال شرطی داریم≠0
( ) ( ) ( | )P AB P A P B A=  

 
)حال با تعمیم آن، به شرط اینکه  )P AB  : باشد، داریم≠0

( ) ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB=  
 

 :داشتبه همین ترتیب خواهیم 
) اگر :قاعدۀ زنجیری )1 2 n 1P A A A 0−  : باشد، آنگاه"≠

( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )1 2 n 1 2 1 3 1 2 n 1 2 n 1P A A A P A P A A P A A A P A A A A −=" " "  
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  باشد چیست؟4 در آزمایش انداختن تاس اگر بدانیم که تاس زوج آمده است، احتمال اینکه کوچکتر از :1مثال 
A = {  4کوچکتر از  } = {1, 2, 3} 
B = { زوج } = {6 ,4 ,2} 

A B⇒ =∩  {2} 

( )( | )
( )

1
6
3
6

P A B 1P A B
P B 3

⇒ = = = →
∩  فضای نمونه کاهش یافته 

)در حالی که  ) 3 1P A
6 2

=  ). داردA اطلاعات منفی در مورد وقوع Bواقعۀ ( است P(A) کمتر از P(A|B)، یعنی =
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 خراب شود چه خواهد t2 و t1احتمال اینکه بین لحظات .   است2te−α اتفاق بیفتد t احتمال اینکه خرابی دیود پس از لحظۀ :2مثال 
 کرده است؟ درست کار میT < t1 < t2 که Tبود اگر بدانیم که تا لحظۀ 

 خراب شدن دیود: آزمایش تصادفی
{ : }

({ })
{ } { } { }
{ }

( ) ( )( | )
( ) ( )

2

2 2
1 2

2

1 2 1 2

t t

T

t 0 t

P t e
A t t t t t t t
M T t

P A M P A e eP A M
P M P M e

−ατ

−α −α

−α

Ω = ≤ < ∞ →

τ ≤ < ∞ =
= < < = < < ∞ − ≤ < ∞
= ≤ < ∞

−
= = =

∩

 

 ). داردA وقوع واقعۀ  اطلاعات مثبت در موردMواقعۀ ( است P(A) بزرگتر از P(A|M)یعنی 

 t: زمان خرابی 



 53

 دومفرزند فرزند اول

.  کند یک مهمانی شام برای کارمندانی که حداقل یک پسر داشته باشند ترتیب داده است کار میxای که در آن آقای  مؤسسه:3مثال 
  دو فرزند دارد و به مهمانی دعوت شده است، احتمال اینکه هر دو فرزند او پسر باشند چقدر است؟xاگر بدانیم که آقای 

{( , ),( , ),( , ),( , )}b b b g g b g gΩ =  
 
 
E : هر دو فرزند پسر 
F : حداقل یک فرزند پسر 

( ) {( , )}( | )
( ) {( , ),( , ),( , )}

1
4
3
4

P EF P b b 1P E F
P F P b b b g g b 3

= = = =  

1نه 
2

 (g,b) , (b,g) , (b,b): شانس داریمدر حالی که سه پیشامد هم).  فرزند دیگر یا پسر است یا دختر (
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 اگر انتخاب هر یک از توپها.  کنیمانتخاب می) بدون جایگذاری(دو توپ .   سفید است توپ4 توپ قرمز و 8 ظرفی دارای :4مثال 
 شانس باشد احتمال اینکه هر دو توپ انتخابی قرمز باشند چیست؟هم

): قبلاً به دست آورده بودیم )
( )

8
2

12
2

 یا 
8 8
2 2

12
2

P P
P
 ؛+

 .ریمگی را توپهای داخل ظرف میΩنقاط 

R1 : قرمز بودن توپ اول   ( )1
8P R

12
⇒ =  

R2 : قرمز بودن توپ دوم   ( | )2 1
7P R R
11

⇒ =  

( ) .1 2
8 7P R R 0 424

12 11
⇒ = × =  

 
 .توان استفاده کرداحتمال شرطی را به عنوان ابزاری برای محاسبۀ احتمال پیشامدها می
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 :)heoremTotal Probability T(قضیۀ احتمال کل 
 : داریمΩ از A باشند، برای هر واقعۀ دلخواه Ωها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاگر 

( ) ( | ) ( )
m

i i
i 1

P A P A B P B
=

=∑  

 :اثبات

( ) ( ) ( ( )) [ ( )] ( )

( | ) ( )

m m m

i i i
i 1i 1 i 1

m

i i
i 1

P A P A P A B P A B P A B

P A B P B

== =

=

= Ω = = =

=

∑

∑

∩ ∩ ∩ ∩∪ ∪
 

 
 .کنیم داده شده استفاده می( P(A|Bi) )های مشروط آن  که احتمال( P(A) )از این قضیه برای محاسبۀ احتمال یک واقعه 

 . استP(Bi)ها است که مقدار وزن P(A|Bi)شدهای از داده متوسط وزنP(A)یعنی 
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تا سالم 6تا ترانزیستور خراب و 9جعبۀ دوم شامل .   استسالمتا 8تا ترانزیستور خراب و 2جعبۀ اول شامل .   دو جعبه داریم:مثال
احتمال .  داریمجعبۀ انتخاب شده به طور تصادفی یک ترانزیستور برمیکنیم و از ها را انتخاب میبه طور تصادفی یکی از جعبه.  است

 اینکه ترانزیستور انتخاب شده خراب باشد چقدر است؟
  عبارت است از ترانزیستورهای موجود در دو جعبهΩنقاط 
  ترانزیستور جعبۀ دوم15 عبارت است از B2واقعۀ       ترانزیستور جعبۀ اول10 عبارت است از B1واقعۀ 

  ترانزیستور سالم است14واقعۀ سالم شامل      ترانزیستور خراب11 عبارت است از (D)واقعۀ خراب 
 :طبق مفروضات مسأله داریم

( ) ( )

( | ) , ( | )

1 2

1 2

1P B P B
2

2 9P D B P D B
10 15

= =

= =
 

 : را به دست آوریمP(D)باید 

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .1 1 2 2
1 2 1 9P D P B P D B P B P D B 0 4
2 10 2 15

= + = × + × =  
B1 B2 

8g 

D 

2d 9d 
6g 

Ω 



 57

 .گیریم کمک میقضیۀ بِیزدر این صورت از .  یمها هستP(Bi|A)ها داده شده و ما طالب P(A|Bi)در برخی موارد 
 

 :)Bayes Theorem(قضیۀ بیز 
 : داریمΩ از A باشند، برای هر واقعۀ دلخواه Ωها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاگر 

( | ) ( ) ( | ) ( )( | )
( )

( | ) ( )

k k k k
k m

i i
i 1

P A B P B P A B P BP B A
P A

P A B P B
=

= =

∑
 

 :اثبات
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( )
( | ) ( )

k k k k k
k m

i i
i 1

P B A P A B P B P A B P BP B A
P A P A

P A B P B
=

= = =

∑
∩  

 
های انجام شده از آن استفاده ن و آشکارسازی دارد و در تحلیل نحوه یا علت وقوع واقعهقضیۀ بیز کاربرد بسیار زیادی در آمار، تخمی

 .شودمی
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  در مثال پیش اگر ترانزیستور انتخاب شده خراب باشد احتمال اینکه متعلق به جعبۀ دوم باشد چقدر است؟:1مثال 
P(D)پس داریم.   را قبلاً حساب کردیم: 

( | ) ( )( | )
( ) .

9 1
15 22 2

2
P D B P B 3P B D

P D 0 4 4
×

= = =  

 
 ):دیاگرام درختی(درخت احتمال 

( | ) ( )( | )
( )

9 1
15 22 2

2 9 1 2 1
15 2 10 2

P D B P B 3P B D
P D 4

×
= = =

× + ×
 

 
 
 
 

  راP(B2|D)  جعبۀ دوم و(A Priory Probability) را احتمال پیشین P(B2)اصطلاحاً 
 . آن گویند(A Posteriory Probability) احتمال پسین

 B1جعبۀ اول 

 B2 دومجعبۀ 

D 

D 

G 

G 

1
2

1
2

2
10

8
10
9
15

6
15
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): ضمناً توجه کنید که | )1
1P B D
4

31یعنی  (=
4

−.( 

):  باشند، داریمΩها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاصولاً اگر  | )
m

i
i 1

P B A 1
=

=∑. 

 
 .توجه کنید که اگر جای شرط و مشروط را عوض کنید این رابطه دیگر صادق نیست

 
 . باشند نیز قضایا صادق خواهند بودAل واقعۀ  یا واقعۀ شامAها افرازی از واقعۀ Biچه در قضیۀ احتمال کل و چه در قضیۀ بیز اگر 
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 کانال مخابراتی دیجیتال: 2مثال

 
 ). استp-1و احتمال ارسال یک  (pشود و احتمال ارسال صفر پیغام به صورت باینری کد شده و ارسال می

 .شوند تبدیل می0ها به 1 و بعضی 1ها به 0ولی به دلیل وجود نویز بعضی 
 . استp2و احتمال خطای نوع دوم  p1احتمال خطای نوع اول 

 
 : (Transition Probability Diagram)دیاگرام احتمال گذر 

 
 

 :دیاگرام درختی
 
 
 

 :احتمال نیستندولی این نقاط هم.   است( (T,R) )نقاط فضای نمونه ترکیب ارسال و دریافتهای مختلف 
{( , ),( , ),( , ),( , )}0 0 0 1 1 0 1 1Ω =  

کانال فرستنده گیرنده

0

1

1-p1 

1-p2 

p1 

p2 

0

1

0

1

0

1
0

1

p p1 

1-p1 

p2 

1-p2

1-p
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 ؛P(T0) = p و T0 = {(0,0),(0,1)}:  باشد، داریم0، واقعۀ ارسال T0اگر واقعۀ 
 ؛P(T1) = 1-p و T1 = {(1,0),(1,1)}:  باشد، داریم1، واقعۀ ارسال T1اگر واقعۀ 
 ؛R0 = {(0,0),(1,0)}:  باشد، داریم0، واقعۀ دریافت R0اگر واقعۀ 
  ؛R1 = {(0,1),(1,1)}: باشد، داریم 1، واقعۀ دریافت R1اگر واقعۀ 

 :دانیم کهمی و
1 0 1 0 1 2P(R |T ) p , P(R |T ) p= =  

 
  چقدر است؟P(E)احتمال خطا، یعنی  .1
  چیست؟P(T0|R0)اگر صفر دریافت شده باشد احتمال اینکه واقعاً صفر ارسال شده باشد، یعنی  .2
  چیست؟P(T1|R1)اگر یک دریافت شده باشد احتمال اینکه واقعاً یک ارسال شده باشد، یعنی  .3

 
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

error 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 1 2

P P E P E T P T P E T P T
P R T P T P R T P T p p 1 p p

= = +

= + = × + − ×
 

 
( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )
0 0 0 1

0 0
0 0 0 1 0 1 1 2

P T P R T p 1 pP T R
P T P R T P T P R T p 1 p 1 p p

× −
= =

+ × − + − ×
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( ) ( | ) ( ) ( )( | )
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

1 1 1 2
1 1

1 1 1 0 1 0 2 1

P T P R T 1 p 1 pP T R
P T P R T P T P R T 1 p 1 p p p

− × −
= =

+ − × − + ×
 

 
1. مثلاً اگر 2 ep p p 0 05= = p.  و= 0  :، خواهیم داشت باشد=9

( ) .
. .( | ) .

. . . .

error e e e

1 1

P p p 1 p p p 0 05
0 1 0 95P T R 0 68

0 1 0 95 0 9 0 05

= × + − × = =

×
= =

× + ×

 

 
p.اگر ولی  0  : باشد، آنگاه خواهیم داشت=6

. .( | ) .
. . . .1 1

0 4 0 95P T R 0 926
0 4 0 95 0 6 0 05

×
= =

× + ×
 

 
 .باشد −610باید حدود  ep در یک کانال خوب

 
 P(T0|R0) به P(T0)، 0 با دریافت اصولاً اثر مخابره آن است که احتمال پیشین پیغام را به احتمال پسین آن تغییر دهد، مثلاً

 .یابدتغییر می
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 یک طرفش شیر و طرف دیگرش خط C3 هر دو طرفش خط و سکۀ C2 هر دو طرفش شیر، سکۀ C1سکۀ .   سه سکه داریم:3مثال 
نکه طرف دیگرش اگر طرف هویدای این سکه شیر باشد، احتمال ای.  کنیمیکی از این سه را به تصادف انتخاب کرده و پرتاب می.  است

 خط باشد چیست؟
( | ) ( )( | )

( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
3 3

3
1 1 2 2 3 3

1 1
2 3

1 1 1 1
3 3 2 3

P H C P CP C H
P H C P C P H C P C P H C P C

1
1 0 3

=
+ +

×
= =

× + × + ×
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 :)Independent Events(وقایع مستقل 
 : را مستقل گویند، هرگاهB و Aدو واقعۀ 

( ) ( ) ( )P A B P A P B=∩  
 

): داریم)  صفر نباشندP(B) و P(A)اگر (از طرفی  ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A B P A P B A P B P A B=  مستقل B و Aپس اگر .  ∩=
 :، داریمباشند

( | ) ( ) , ( | ) ( )P A B P A P B A P B= =  
 

): تعبیر تجربی ) ( | )A BA

B

nnP A P A B
n n

= ∩�   آزمایش با فرکانس نسبی آن درn در کل A؛ یعنی فرکانس نسبی وقوع �

nB آزمایش که B موافق با شهود ما از مفهوم استقلال( در آنها رخ داده یکسان است.( 
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 . نیز مستقلندB و A مستقل باشند، B و A اگر :قضیه
 . کتاب55صفحۀ : اثبات

 
 :از اعمال مجدد همین قضیه داریم

 . نیز مستقلندB و A مستقل باشند، B و A اگر :قضیه
 

لذا تعریف ).  82راس، صفحۀ ( مستقل نخواهد بود C و B یا ترکیبهای دیگر BC از A مستقل باشد، C از A و B از Aاما اگر 
 .استقلال سه واقعه باید فراتر از استقلال دو به دوی آنها باشد

 
 : را مستقل گویند، هرگاهC و B و Aسه واقعۀ 

( ) ( ) ( )P AB P A P B=   ( ) ( ) ( )P AC P A P C=   ( ) ( ) ( )P BC P B P C=   ( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C=  
 

 .یعنی اگر سه واقعه مستقل باشند، دو به دو نیز مستقلند؛ ولی عکس آن لزوماً صحیح نیست
 .مستقل است) و اصولاً از هر ترکیب آنها (B+C و BC از A مستقل باشند، C و B و Aدر تمرین نشان خواهید داد که اگر 
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 :شود از سه رابطۀ دیگر نتیجه نمین چهار رابطهاصولاً هیچ یک از ای

 
n واقعۀ A1 ،A2 ، ... وAn را مستقل گویند، هرگاه برای هر دسته اعداد صحیح , ,...,1 2 rk k k)  کهr n≤ (داشته باشیم: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 r 1 2 rk k k k k kP A A A P A P A P A=" "  

 
)یعنی  )n2 n 1−  . رابطه باید صادق باشند+

1
4

1
4

1
4

1
4

0

0

0
A

C

B

0

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

A

C

B

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1 1
8 2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

P A P B P C

= × =

= × =

= × =

= × × =

1
80

0
1
4

1
4

A

C

B1
8

1
8

1
8 1

8

 مستقلC و A، مستقلB و A مستقل دو به دو مستقل

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2

1 1 1
2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

0 P A P B P C

= × =

= × =

= × =

≠ × × =

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
8 2 2
1 1 1 1
8 2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

P A P B P C

= × =

= × =

≠ × =

= × × =
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 Bشود که  وقتی استفاده میDاز (کند  استفاده میE و D و C و B و Aهای  از ایستگاه2 و 1 یک لینک مخابراتی بین نقاط :مثال
 Tن آنها در طی زمان های آماری نشان داده است که احتمال سالم بودهای رله مثل همند و بررسیتمام ایستگاه).   از کار بیفتدCیا 

 ؟)هابا فرض استقلال خرابی رله( در این زمان برقرار باشد چقدر است 2 و 1احتمال اینکه لینک بین .   استpبرابر با 

 
 ):بنا بر استقلال خرابی دو ایستگاه( است p2احتمال اینکه خط بالایی مسیر موازی کار کند 

( ) ( ) ( ) 2P B C P B P C p= =∩  
Bاگر چه این نتیجه صحیح است، ولی مفهوم آن بر مبنای اصول احتمال چیست؟  اصلاً  C∩یعنی چه؟  

 .اگر آزمایشهای تصادفی خراب شدن ایستگاههای مختلف را جدا در نظر بگیریم اشتراک بین آنها مفهوم ندارد
 ):غیرمتساوی الاحتمال( نقطه دارد 25نۀ آزمایشهای تصادفی خراب شدن ایستگاهها است و  حاصلضرب دکارتی فضای نموΩدر اینجا 

{( , , , , ),( , , , , ), , ( , , , , )}F F F F F F F F F T T T T T T

A B C D E

Ω =

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

…
 

 . باشدFهای مرتب که عنصر اول آنها تایی5 عبارت است از کلیۀ Aخراب بودن 

1 2 A 

B C 

D 

E 
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) احتمال برقرار بودن لینک ( ) )P A BC D E= +  

           

( ) ( ) ( )
( )[ ( ) ( ) ( )] ( )
( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

( ) ( )2 3 3 2

P A P BC D P E
P A P BC P D P BCD P E
P A P B P C P D P B P C P D P E

p p p p p p 1 p p

= +
= + −
= + −

= + − = + −

 

 
p. مثلاً اگر 0 0.  احتمال فوق، باشد=9  . خواهد بود795

 


